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TEMA 1

Numeros reales

1.1 Introduccién

Conseguir la suficiente habilidad para manejarnos con soltura con los nimeros y las expresiones
algebraicas es clave para el desarrollo de las matematicas en Bachillerato. En este tema revisamos
y profundizamos en los conceptos numéricos fundamentales estudiados durante la ESO, desde una
perspectiva analitica y rigurosa que servirda de base a lo largo de todo el curso.

1.2 Clasificacion y representacion de los numeros reales

1.2.1 Estructura de los conjuntos numéricos

Los distintos conjuntos de ntimeros surgieron a lo largo de la historia para responder a necesidades
progresivamente mas complejas:

e Numeros naturales (N = {0,1,2,3,...}): surgen de la necesidad primordial de contar elementos de
una coleccion discreta. Cumplen que la suma y el producto de naturales es siempre un natural.

e Numeros enteros (Z ={...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}): amplian los naturales para permitir la resta
sin restricciones, posibilitando expresar deudas, variaciones negativas, temperaturas bajo cero o
posiciones respecto a un origen.

e Numeros racionales (Q = {p/q | p,q € Z,q # 0}): surgen de la necesidad de medir magnitudes
continuas y repartir unidades. Se caracterizan porque su expresién decimal es siempre finita o
periddica.

e Numeros irracionales (I = R\ Q): aquellos niimeros que no pueden expresarse como cociente de
dos nimeros enteros. Su desarrollo decimal consta de infinitas cifras decimales no peridédicas. Se
subdividen en:

o Irracionales algebraicos: raices de polinomios con coeficientes enteros (por ejemplo, raices no

exactas como \/i, \/g, \/g, \3/5, o expresiones algebraicas como —2+5\/§).

e Irracionales trascendentes: nimeros que no son solucién de ninguna ecuacién algebraica con
coeficientes enteros (como el niimero 7 ~ 3,14159. .., el niimero e ~ 2,71828... o el nimero

aureo ¢ = #)

El conjunto de todos los racionales e irracionales conforma el conjunto de los niimeros reales (R):

NCZcQcCR
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@ OBSERVACION 1 | Nimeros no reales: raices de indice par de cantidades negativas

Si el radicando de una rafz de indice par es negativo (por ejemplo, /=9 o v/—16), el resultado
no pertenece al conjunto de los ntimeros reales (v/—9 ¢ R), ya que ningtin niimero real elevado
al cuadrado puede ser negativo (z2 > 0 para todo x € R). Estas raices dan lugar al cuerpo de
los niimeros complejos (C), que se estudiardn en un tema posterior.

4 )
R (Reales)
( Q (Racionales) h I (Irracionales) )
L, 256, 66, —12,86 V21, =8, —V17
p N 3m, e, &= 1558
7 (Enteros) e
=g =7, =i 23 24+ V8
17,1234567 . . .
N (Naturales)
0, 2=3
Y27=3, 1+/4=3
& J
N J J
\_ J

Nameros no reales: \/—a con a >0 (p. ej. V=9 ¢ R, pertenece a los nimeros complejos C)

1.2.2 Expresién decimal y fraccion generatriz
Todo nimero racional % puede expresarse en forma decimal dividiendo el numerador entre el denomi-

nador. Segun la estructura de su desarrollo decimal, se clasifican en:

1. Decimal exacto: posee un nimero finito de cifras decimales. Su denominador sélo contiene potencias
de 2 y/o 5. Para obtener su fraccién generatriz, se escribe en el numerador el niimero sin coma y en
el denominador la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tenga:

256 64

2,56 =" = —
’ 100 ~ 25

2. Decimal periddico puro: las cifras decimales se repiten indefinidamente formando un periodo que
comienza inmediatamente después de la coma.
o Deduccidn: Sea z = 6,6 = 6,666 . . .. Multiplicamos por 10 para desplazar exactamente un perfodo:

10z = 66,666 . . .

Restando la primera igualdad (10z — z):
60

e Formula general:
nimero sin coma — parte entera

99...9
——

tantos nueves como cifras tiene el periodo

N =

3. Decimal periédico mixto: entre la coma y el periodo existen cifras que no se repiten, denominadas
anteperiodo.
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o Deduccién: Sea © = 12,86 = 12,8666 . ... Multiplicamos por 100 (desplazando anteperiodo y
periodo) y por 10 (desplazando solo el anteperiodo):

100z = 1286,666.. ..
102 = 128,666. . .

Restando ambas igualdades:

1158 193

= 1286 — 128 = 11 =——=""
90z = 1286 — 128 = 1158 = x= ——= = —

Por el contrario, los nimeros irracionales poseen infinitas cifras decimales no periédicas (por ejemplo
17,123456... 0 v/2 = 1,41421356....). Jamas pueden expresarse como cociente de dos niimeros enteros.
# EJEMPLO 1.1 | Clasificacién de nimeros reales

Analicemos la pertenencia a los distintos conjuntos de los siguientes valores:

NI

=3eNCZCQCR (fraccién reducible a un natural).

V27 =3 € N (rafz ctibica exacta entera).
e —13 € Z C Q C R (entero negativo).

e 1++4=1+2=3¢cN (aparenta radical pero es un niimero natural).

e
11

= 0,63 (decimal periédico puro, pertenece a Q).
e —/8=-2/2€¢ICR (raiz cuadrada no exacta, irracional algebraico).
e 37 € I C R (multiplo de un niimero irracional trascendente).

V=9 ¢ R (raiz cuadrada de niimero negativo; nimero complejo C).

1.3 Valor absoluto
1.3.1 Definicidn e interpretacion métrica

A8 DEFINICION | Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real z, denotado por |z|, representa su magnitud numérica sin
signo y se define formalmente como:

T siz>0
|z| = .
—x siz<0

Geométricamente, |z| representa la distancia entre el nimero x y el origen 0 sobre la recta real:
d(x,0) = |z|

De forma general, la distancia entre dos nimeros reales cualesquiera a y b viene dada por el valor
absoluto de su diferencias:

d(a,b) =|a —b| = |b— a
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1.3.2 Propiedades del valor absoluto

Para cualesquiera z,y € R:

No negatividad: |z| > 0, y ademés |z| =0 <= z =0.

e Simetria: | — 2| = |z| y |z|? = 22.
e Relacién con raices: Va2 = |z| (nétese que /(—3)2 =9 =3=|—3|).

Multiplicatividad y cociente: |z - y| = |z| - |y| vy = %‘l (y #0).

z
Y

Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y|.

1.3.3 Ecuaciones con valor absoluto

Dada una constante r > 0, la condicién |x — ¢| = r establece que la distancia entre un punto variable x
y el valor central fijo ¢ es exactamente r. En la recta real, esto determina tinicamente los dos puntos
situados a distancia r a la izquierda y a la derecha de c:

|t —c|=r < x—c=r obien z—c=-r < x=c+r obien z=c—r

2 EJEMPLO 1.2 | Resolucién de ecuaciones con valor absoluto

Resolver la ecuacién

2
z“—1 .
71| =4
e Primer caso (positivo):

2 —1
2

2

=4 < 12 —-1=8 < 2°=9 < =43

e Segundo caso (negativo):

2
—1
x2 =4 = 2?

—1=-8 <= 2?=—7 (sin solucién en R)

Las tnicas soluciones reales de la ecuacién son z =3y « = —3.

1.4 Intervalos, semirrectas y entornos

1.4.1 Notacion de conjuntos: pertenencia, extension y comprension

Un conjunto es una coleccién de objetos llamados elementos. Para expresar si un elemento forma parte
de un conjunto o no, utilizamos los simbolos de pertenencia:

e € (pertenece a): indica que el elemento estd en el conjunto. Por ejemplo:
3
5EN,  —1€Q V2 €eR

e ¢ (no pertenece a): indica que no forma parte de él. Por ejemplo:
—7T¢N, 7¢Q  VO¢R

A la hora de definir un conjunto, distinguimos dos formas bésicas:
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1. Por extensién: se enumeran uno a uno sus elementos entre llaves. Por ejemplo, A = {1,3,5,7,9} o
el conjunto infinito de los pares no negativos {0,2,4,6,... }.

2. Por comprension: se indica una propiedad comin que caracteriza a sus elementos mediante la
estructura:
{z € Conjunto de referencia | condicién}

donde la barra vertical «|» (o dos puntos «:») se lee «tal quen. Por ejemplo:

o {x € Z|—2 <z < 3}representa los enteros entre —2 y 3, que por extensién serfa {—2, —1,0, 1,2, 3}.

e {x€R|2%2—-9=0} es el conjunto de soluciones reales de la ecuacién, es decir, {—3, 3}.

@ OBSERVACION 2 | Por qué en R necesitamos la notacién por comprension

En la recta real no es posible listar los nimeros por extension, ya que entre dos reales cualesquiera
existen infinitos niimeros intermedios. Por ello, para describir tramos continuos de nimeros
reales recurrimos a la notacién por comprension, como {x € R | 1 < x < 4}, que da lugar a los
intervalos que estudiamos a continuacion.

1.4.2 Clasificacion de intervalos y semirrectas

Los intervalos son subconjuntos continuos de la recta real que corresponden a segmentos acotados o a
semirrectas no acotadas.

Convenio fundamental de representacién grafica en la recta real:

e Extremo abierto (paréntesis en la notacién): el valor frontera no pertenece al conjunto. Se
representa mediante un circulo sin rellenar (hueco, blanco en su interior y con borde nitido,

o).

e Extremo cerrado (corchete en la notacién): el valor frontera si pertenece al conjunto. Se
representa mediante un circulo rellenado (punto sélido del color del tramo, e).

#® EJEMPLO 1.3 | Intervalos en la recta real

Intervalo | Desigualdad / Conjunto Representacion grafica
-1 2
(0,1] {reR|0<z <1} O—=e
0 1
[—1,1) {reR|-1<z<1} L ——
-1 1
[0, 2] {reR|0<2z<2} *>r—e
0 2
(—00,2) {reR|z<2} <€ O
2
(—00,0] {reR|z<0} S S
0
(—1,00) {reR|x>-1} o >
—1
[1,00) {reR|z>1} *-—
1
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1.4.3 Operaciones con intervalos

Podemos operar con intervalos y semirrectas mediante las tres operaciones fundamentales de la teoria
de conjuntos: unién, interseccién y resta o diferencia.

BB DEFINICION | Operaciones fundamentales con intervalos

Sean A y B dos subconjuntos continuos de la recta real R:

e Unidén (A U B): conjunto de todos los niimeros reales que pertenecen a A, a B o a ambos a la
vez:

AUB={zec€R|zc€Adoxe B}

Graficamente, abarca todo el tramo continuo que resulte cubierto al menos por uno de los
dos intervalos.

e Intersecciéon (AN B): conjunto de todos los niimeros reales que pertenecen simultdneamente a
AyabB:
ANB={zecR|xz€Ayxze€ B}
Gréficamente, corresponde exclusivamente a la zona comin de solapamiento (donde coinciden

ambos intervalos a la vez). Si no comparten ningiin punto, su interseccion es el conjunto vacio:
ANB=1.

e Resta o diferencia (A \ B o A — B): conjunto de nimeros reales que pertenecen a A y no
pertenecen a B:

A\B={ze€R|z€cAyzx¢ B}

Graficamente, equivale a tomar el intervalo A y borrar o recortar de él toda la parte que
coincida con B. Andlogamente:

B\A={zecR|ze€Byx¢ A}

Nota importante: La diferencia no es conmutativa; en general, A\ B # B\ A.

# EJEMPLO 1.4 | Operaciones con intervalos acotados: unidn, interseccion y resta

Sean los intervalos acotados A = [—2,3) y B = [1, 5]. Vamos a hallar graficamente y analiticamente
AUB, ANB, A\ By B\ A:

-2 1 3 5
A=[-2,3) © O
B =[1,5] ® °
AUB =[-2,5] C o
ANB=1[1,3) OO
A\ B =[-2,1) ® o
B\ A=[3,5] — o
f f f f f f f f f > R
-3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 6
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# EJEMPLO 1.5 Operaciones combinando semirrectas e intervalos no acotados

Sean la semirrecta C' = (—o0, 2] y el intervalo acotado D = (—1,4). Determinemos graficamente
CuD,CNnD,C\DyD\C:

-1 2 4
C=(~0,2 <& °
D = (—1,4) O O
CUD = (—00,4) <€ o}
CND=(-1,2] o °

1.4.4 Entornos y valor absoluto en la recta

En el andlisis mateméatico y en el estudio de las funciones reales resulta imprescindible describir
conjuntos de puntos que se encuentran «proximos» o «alrededor» de un valor de referencia, al que
llamamos centro, c.

Esta nocién geométrica de cercania en la recta real da lugar al concepto de entorno. Un entorno es un
tramo simétrico abierto centrado en ¢, que agrupa a todos los niimeros reales cuya distancia a c es
estrictamente menor que una cantidad positiva d > 0 (o r > 0), denominada radio del entorno.

B DEFINICION | Entorno de centro ¢ y radio d

Dado un ntmero real ¢ (el centro) y un nimero real positivo d > 0 (el radio):

¢ Entorno abierto: es el intervalo abierto simétrico respecto de ¢, denotado por E;(c) (o también
E(c,d)):
Eic)=(c—d, c+d)={zeR| |z - <d}

e Entorno cerrado: incluye los extremos frontera a distancia exacta d, denotado por Ey(c) (o
[c —d,c+d]):

Eijc)=[c—d, c+d={zeR||z—c| <d}

@ OBSERVACION 3 Paso de intervalo abierto a entorno y utilidad del entorno reducido
Todo intervalo abierto acotado (a,b) es, en realidad, un entorno centrado en su punto medio y
con radio igual a su semilongitud:

a+b b—a
d p—
2 )

CcC =

= (a,b) = E4(c)

Por ejemplo, el intervalo (2,8) tiene centro ¢ = 258 = 5 y radio d = 852 = 3, luego (2, 8) = E3(5).
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Conexion métrica: relacion entre entornos y valor absoluto

Como hemos visto en la seccién anterior, en la recta real la distancia geométrica entre cualquier nimero
real x y un punto fijo ¢ viene dada por el valor absoluto de su diferencia:

distancia(z, c) = |z — |

Por ello, la condicién que define al entorno abierto E4(c) («la distancia de x a c es estrictamente menor
que el radio d») se expresa de forma directa mediante la inecuacién:

|z —c| <d

Esta equivalencia algebraica con el intervalo (¢ — d, ¢ + d) surge de manera directa al interpretar el
valor absoluto:

1. Para que la magnitud de la distancia sea estrictamente menor que d, la diferencia x — ¢ no puede
superar +d hacia la derecha ni descender de —d hacia la izquierda:

—d<zx—c<d

2. Sumando la constante ¢ a los tres miembros de la desigualdad simultinea:

c—d<z<c+d < z€(c—d, c+d)

Andlogamente, si la condicién admite la distancia maxima permitida (Jz — ¢| < d), se obtienen los
extremos cerrados del entorno cerrado [¢ — d, ¢+ d]. Y al exigir 0 < |z — ¢| < d, la desigualdad estricta
con el cero prohibe que x = ¢, generando el entorno reducido.

Comportamiento complementario: ;qué sucede cuando |z — ¢| > a?

Consideremos ahora la situaciéon opuesta: jqué ocurre si invertimos el sentido de la desigualdad y
planteamos una condicién del tipo |z — ¢| > a (con a > 0)?

Desde el punto de vista métrico, la condicién |z — ¢| > a establece que la distancia entre z y el centro
c es estrictamente mayor que a. Ya no estamos seleccionando los puntos que estan cerca de ¢, sino
justamente los puntos alejados del centro: aquellos que quedan en el exterior del entorno cerrado E,(c).

Para que la distancia entre z y ¢ sea mayor que a, Unicamente pueden presentarse dos situaciones
excluyentes:

e Que z se sitie a mas de a unidades hacia la izquierda de c:

r—c<—a <= r<c—a < x€ (-0, c—a)

e O bien que x se sitie a mas de a unidades hacia la derecha de c:

rT—c>a < r>c+a < z€(c+a, +0)

Dado que un ntmero no puede encontrarse simultaneamente a la izquierda de ¢ — a y a la derecha
de ¢ 4+ a, ambas posibilidades se combinan mediante la disyuncion légica «o», que en el lenguaje de
conjuntos se traduce en una unién de dos semirrectas disjuntas:

|t —¢|>a <= z<c—a obien z>c+a < x € (—00, c—a)U(c+a, +0)

Esta unién coincide exactamente con el complementario del entorno cerrado en toda la recta real:
(=00, c—a)U(c+a, +00) =R\ [c —a, ¢+ a]
De igual modo, si la desigualdad incluye la igualdad (|z — ¢| > a), las semirrectas pasan a ser cerradas:

lt—c|>a <= z<c—a obien z>c+a < z € (—00, c—a]U[c+a, +0) =R\ (c—a, c+a)
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Proximidad al centro (interior): [z — ¢| < d <= x € (¢—d, c+d) = Eq4(c)
d d

O ) O
c—d c c+d

Lejania al centro (exterior): |z — ¢| > a <= z € (-0, c—a)U (c+ a, +0)

a a

distancia a ¢ < a (zona excluida)

<0 Oy

c—a c c+a

Cuadro resumen: correspondencia entre valor absoluto, distancias y conjuntos
Proximidad estricta: |z —¢|<d <= —d<z—c<d <= z€ (c—d, c+d) = E4(c)
Proximidad amplia: |z —¢|<d <= —d<z-c<d < z€lc—d, c+d]= Ed(c)

Lejanfa estricta: |z —¢|>a < x<c—a o0z >c+a < z € (—00,c—a)U(c+a,o0)

Lejania amplia: |z —c|>a <= 2<c—a o zx>c+a < z € (—00,c—a]Uc+a,c0)

# EJEMPLO 1.6 Condiciones con valor absoluto e intervalos

Analicemos diversas situaciones practicas aplicando las equivalencias métricas:

a) De entorno a intervalo y valor absoluto: El entorno abierto de centro ¢ = 2 y radio d = 5 se
denota por F5(2). Corresponde al intervalo abierto (2 — 5, 2+ 5) = (—3,7) y a la condicién

|x — 2| <5.
b) De intervalo a entorno y valor absoluto: Dado el intervalo (—1,7), calculamos su centro y
radio: Lo . )
2 2

Por tanto, (—1,7) = E4(3) y su expresion con valor absoluto es |z — 3| < 4.
¢) Inecuacién de proximidad centrada en el origen:
2] <6 <= —6<2x<6 < x€(—6,6)=Eg0)
d) Inecuacién de lejania con respecto a un centro:
lt—4|>3 <= r—-4<-30zx—-4>3 <= rz<loz>T7 < z€(—00,1)U(7,00)
Geométricamente, son los puntos que distan de 4 mas de 3 unidades, es decir, R\ [1,7].
e) Inecuacién con centro negativo:
[z4+3] <2 <= |z—(-3)|<2 <= —2<2+43<2 < —-5<zr< -1 <= ze[-5—1]
Se trata del entorno cerrado Ez(—3), centrado en —3 y con radio 2.

f) Inecuacién con coeficiente multiplicativo en la variable: Para resolver |2z — 6| > 4, extraemos
factor comin para aislar x:

2 —3)| >4 <= 2|z —-3| >4 < |z —3| >2
La distancia de z al centro 3 es al menos 2:

r—3<-20x-3>22<«<= x<lox>bh < x€(—00,1]U[5, )
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1.5 Radicales y potencias de exponente fraccionario

A8 DEFINICION | Radical

Para n € N;n > 2, se llama raiz n-ésima de un ntmero real a al niimero b tal que:

Va=b < V' =a

El nimero n se denomina indice, a es el radicando y \/ €s el signo radical.

@ OBSERVACION 4 | Ezistencia y unicidad de raices en R

e Si el indice n es impar, existe una tnica raiz real para cualquier radicando (positivo, negativo

o cero): V8 =2, ¢/—8=—2.

e Si el indice n es par y el radicando es positivo (a > 0), existen dos raices reales opuestas. Por
convenio, el simbolo {/a representa tinicamente la raiz positiva (raiz aritmética): v/9 = 3.

e Si el indice n es par y el radicando es negativo (a < 0), no existe ninguna raiz real ( Ay/—4 en
R).

1.5.1 Forma exponencial de un radical

Toda raiz puede escribirse como una potencia de exponente fraccionario:

# EJEMPLO 1.7 | Forma exponencial

=
1 3

.83: 8:2

o 492 = (v/49)3 = 73 = 343

093 — 1 —_1 _ 1 _1

®
—_
(=}
I—‘
S8
Il
—_
(=)
(VI
I
—~
ﬁ
(=2}
~—
w
I
i
w
[«
g

1.5.2 Propiedades de los radicales
Gracias a la correspondencia con las potencias, los radicales cumplen las siguientes leyes fundamentales:
e Radicales equivalentes: "{/a™P = {/a™ (p€ N,p>1).
e Producto de radicales de igual indice: {/a - Vb= Va-b.
: ; ; indice: V¢ — n/a
e Cociente de radicales de igual indice: WE = \/> .

e Potencia de un radical: ({/a)? = V/aP.
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e Raiz de un radical: {/{/a = ™{/a.
# EJEMPLO 1.8 | Simplificacién y raiz de una raiz
e Simplificacion: V28 = W81 = V22,
e Raiz de raiz: {/z = Vz.
« VF = ¥h = Va2
° Vad = Vit =2 (x >0).

1.5.3 Extraccion e introduccién de factores

e Extraccion de factores: Se dividen los exponentes de los factores del radicando entre el indice de la
raiz. El cociente sale fuera como exponente, y el resto permanece dentro:

oM — pentr (xC)n T — W — ZL‘CW
e Introduccion de factores: Para introducir un factor en un radical se eleva dicho factor al indice de la
raiz:
a¥/b= Van b
# EJEMPLO 1.9 Extraccion e introduccion de factores
V8 =123 =122.2=22.
/81 = v/31 = v/33.3=383.

V32252 = \/25x5y? = 222%y\/2x = 4a?y\/2x.
Introducir factores: 22/5x = &/(22)3 - 5z = V/8z3 - 5z = v/40z4.

23/z _ 3 23,2_387x_3i
z\/ 2 — x 2 2¢3 T x2"

1.5.4 Operaciones con radicales

Suma y resta de radicales

Para sumar o restar radicales es imprescindible que sean semejantes (mismo indice y mismo radicando).
En caso contrario, primero se simplifican o se extraen factores:

#* EJEMPLO 1.10 | Suma de radicales semejantes

© 23 +4Y3-3=(2+4-1)¥3 =53,
e V5 —v80=15-16-5=+5—-4V5=-35.
e V50— VI8 +V8=1v25-2—-19-2+4-2=5V2—-3V2+2V2 = 4/2.

Multiplicaciéon y divisién con distinto indice

Si los indices son distintos, se reducen previamente a un comin indice mediante el minimo comun
multiplo (m.c.m.):
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# EJEMPLO 1.11 | Reduccion a comin indice y productos notables

e Multiplicar v/z2 - v23: el m.c.m.(3,4) = 12. Reduciendo a indice 12:
Va2 = ¥ (22)t = Vasb, Va3 = R/(a3)3 = Vad
Va2 Vad = Vs 29 = Val7 =2 Vab

o (VE-VO)(V5+v6) = (V5)* - (V6)? =5-6=—1.
e (2v6—-3)2=(2v6)2—2-(2v6) -3 +3%2 =24 —12/6 + 9 = 33 — 121/6.

1.5.5 Racionalizacion de denominadores

Racionalizar consiste en transformar una fraccién que contiene raices en el denominador en otra
equivalente sin radicales en él. Se distinguen los siguientes casos principales:

Caso 1: denominador con una Unica raiz cuadrada

Se multiplican numerador y denominador por dicha raiz cuadrada:

A AVE AV
b Vbbb

Caso 2: denominador con una raiz de indice cualquiera

Si el denominador es Vb™ con m < n, se multiplican numerador y denominador por V/b"*~™ para
completar la potencia n:

A AV A A
Y pm Ypm . Y pn—m {‘/le b

Caso 3: denominador con binomio de raices cuadradas

Se multiplican numerador y denominador por la expresién conjugada del denominador ((a+b)(a—b) =
a? — b2):
A AWa-vb) A(a—b)

Va+vb o (Vatvh(a-ve) o ab

Caso 4: denominador con tres sumandos

Cuando el denominador consta de tres términos con radicales, se asocian dos de ellos entre paréntesis
para tratarlo como un binomio ((a 4 b) + ¢):

1. Se multiplica numerador y denominador por el conjugado ((a + b) — ¢).

2. Al desarrollar la diferencia de cuadrados ((a + b)? — ¢?), el ntimero de radicales se reduce a uno solo.
3. Se realiza una segunda racionalizacién simple para eliminar el radical restante.

Caso 5: denominador con raices anidadas

Si en el denominador interviene una raiz anidada combinada con otro término (del tipo \/a + Vb — ¢),

multiplicamos por su expresiéon conjugada para eliminar la raiz exterior. Tras desarrollar el denominador
y simplificar, se racionaliza el radical simple restante si es necesario.
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#" EJEMPLO 1.12

Racionalizacion basica de expresiones

4 _ 42 :Mzgﬂ'

V2T (V2)? 2
5 5 5 I3
2 2B3=vT)  _ 2B=VT) _ 2B=VT) _
3T T BBV | B_(VDE 9T 3= V7.
V2—V3 _ (vV2—+3)?

Varv3 . (Va3 (V23 2-3

#’ EJEMPLO 1.13

e Denominador con tres sumandos (nimero y dos raices):

2
14+v2-3

526 = 9/ - 5.

Racionalizacion avanzada: tres sumandos y raices anidadas

Agrupamos los dos primeros términos del denominador, (1 + \/5) — /3, y multiplicamos por

su conjugado (1 + v/2) + v/3:

2((1+v2) +V3) 2L+ V2+V3) 21+ V2 +V3)
(T+v2) = V3) (1 +v2) +v3)  (1+v2? - (V3 (1+2v2+2)-3
C20+V2+V3) 14V243
B 2v/2 V2

Racionalizamos ahora la raiz /2 restante multiplicando numerador y denominador por v/2:

I+v2+Vv3)v2  vV2+2+V6

V2.2
e Denominador con tres raices cuadradas:
1
V2+vV3+5

2

Agrupamos (v/2 + v/3) + /5 y multiplicamos por el conjugado (v/2 + v/3) — /5:

(V2+V3) - V5 .

V2+vV3-45

(V2+3) + Vo) (V2 + V3~ V)

(V2+V3)2 = (V5)?

_V24HVB-VE V24856

S 2+42V6+3-5

2V6

Multiplicando ahora por /6 para eliminar el radical del denominador:

(V2+v3-VB)v6 _ V12+ V18— v30 _ 2v3+3v2-30

2v6 -6 2-6

e Denominador con raiz anidada y término entero:
2
2+v3-1

12



1.6. Logaritmosy sus propiedades 15

Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado exterior, 1/2 + v/3 + 1:

2(y2+Vv3+1)  2(y2+v3+1)  2(y/2+V3+1)

(/2 +v3) - 12 24+v3-1 V341

Racionalizamos el nuevo denominador multiplicando por su conjugado (v/3 — 1):

22+ V3+1)(vV3-1) 2(\/2+\/§+1)(\/§—1):( VA1)

V3+1(V3-1) 3-1

1.6 Logaritmos y sus propiedades

1.6.1 Origen histérico y utilidad de los logaritmos

A comienzos del siglo XVII, la astronomia y la navegacién maritima exigian realizar a mano cédlculos
numéricos descomunales: multiplicar o dividir nimeros con muchas cifras decimales costaba semanas
enteras de trabajo agotador y estaba repleto de errores que alteraban observaciones o rumbos.

En 1614, el matematico escocés John Napier (Neper) ideé los logaritmos basindose en una propiedad
clave de las potencias: al multiplicar potencias con la misma base, los exponentes se suman (a” - a¥ =
a®t¥). Napier comprendié que si a cada ntimero se le asignaba su exponente (su logaritmo), las
operaciones dificiles se transformaban en operaciones sencillas:

e Las multiplicaciones se convertian en simples sumas: log(A - B) = log A + log B.
e Las divisiones pasaban a ser restas: log(A/B) = log A — log B.

e Las potencias se reducian a un producto ordinario: log(A¥) = k - log A.

Para poner esto en practica, durante més de 350 anos —hasta la llegada de las calculadoras de bolsillo
en los afios 70— cientificos e ingenieros utilizaron libros de tablas de logaritmos. Para multiplicar dos
nuimeros grandes, buscaban sus logaritmos en la tabla, los sumaban con ldpiz y papel y comprobaban
qué nimero correspondia a ese resultado. El célebre matematico Pierre-Simon Laplace afirmé que los
logaritmos «habian duplicado la vida de los astronomos al ahorrarles meses de cdlculos».

¢cPara qué sirven los logaritmos hoy en dia?

Aunque hoy cualquier calculadora electrénica realiza productos al instante, los logaritmos siguen siendo
una herramienta imprescindible por dos razones fundamentales:

1. Despejar incognitas en el exponente: Cuando la incégnita = se encuentra en el exponente (por
ejemplo, en el crecimiento de bacterias N = 2!, en la datacién arqueolégica por carbono-14 o en
los intereses bancarios 1,05! = 2), la tinica forma algebraica de «bajarla» y resolver la ecuacién es
aplicando logaritmos.

2. Comprimir escalas de medidas gigantescas: En fenémenos naturales donde las cantidades varian
desde valores infimos hasta billones, una escala normal no cabe en una grafica. La escala logaritmica
«comprime» esos valores en ntimeros manejables:

e La escala Richter en sismologia (cada punto mas multiplica por 10 el movimiento del suelo).
e Los decibelios (dB) para medir la intensidad del sonido tal y como lo percibe el oido humano.

e El pH en quimica para medir el nivel de acidez.
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1.6.2 Definiciéon y consecuencias inmediatas

RB DEFINICION | Logaritmo

Dados una base a > 0 con a # 1, y un nimero real positivo > 0, el logaritmo en base a de z
es el exponente al que hay que elevar la base a para obtener z:

log,z =y <= a =2

Restricciones matematicas de la definicion:

e El argumento debe ser estrictamente positivo (x > 0): Como a > 0, cualquier potencia a¥ es siempre
estrictamente mayor que cero. Por tanto, no existen logaritmos de niimeros negativos ni del cero en
los reales ( Alog(—100) ni Alog(0) en R).

e La base debe ser estrictamente positiva y distinta de uno (a > 0,a # 1): Si a = 1, la funcién
1¥ =1 es constante y no permite definir la inversa. Si a < 0, las potencias fraccionarias generarian
discontinuidades y nimeros imaginarios.

Logaritmos especiales:

e Logaritmo decimal: base 10, habitualmente denotado omitiendo la base: log x = log;q x.

e Logaritmo neperiano (o natural): base el nimero irracional e ~ 2,718281828..., denotado como
Inz = log, .

Consecuencias inmediatas:

e log, 1 =0, puesto que a’ =1.

1:

e log,a =1, puesto que a a.

e log,(a*) =k 'y a'°® =2z (la exponenciacién y el logaritmo son operaciones inversas).

1.6.3 Calculo a partir de la definicion: tres incégnitas

En la igualdad log,x = y <= aY = z, la incognita puede presentarse en cualquiera de las tres
posiciones:

1. Incégnita en el logaritmo (y): Se escribe el argumento como potencia de la base.

5)
logg(V243) =y <= ¥V =V3 =35 — y=-

2
1\
logy 33 =y < (3) =3 «—= 3V=3 = y=-1
log, 0,25 =y <= 2y=%:i—2—2 — y=-2
ln<1>—y = V=er = y:—1
Ve 2

2. Incégnita en el argumento (z): Se despeja evaluando la potencia directa de la base.

1 =2 <= r=772=—
Og7I X 49
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3. Incégnita en la base (a): Se aisla la base aplicando la raiz o exponente inverso adecuado.

1
log, 25 = - <= 22 =25 <= /=25 = z =252 =625

2
log, 125 =3 <= 23 =125 — 2= V125=5
1 1 1 1
logm(9>:—2 = $_2:§ = 5= = ?=9 = =3 (pues z > 0)

# EJEMPLO 1.14 | Cdlculos directos segin la definicion

* logy(3V/3) = logy (3! - 31/%) = logy(3¥/%) = 3.
* logs(V/25) = logs (5°/%) = 3.

logp(VB) =y = 27V =02)"2=2%2 — —y=3 — y=—

[
[\G][WV]

logs (0,125) = logs (£ ) = logg(871) = —1.

log3x:—i = =31 :%.

1.6.4 Propiedades algebraicas fundamentales

Para cualquier base a > 0,a # 1 y nimeros reales positivos u,v > 0:

log, (u - v) = log, u + log, v
u
log,, (v> = log, u — log, v
log, (uF) = k - log, u

1
log, V/u = - log, u

@ OBSERVACION 5 | jErrores frecuentes a evitar!

Es imprescindible no cometer los siguientes errores tipicos de calculo:

e log,(u+v) #log, u+log,v (Ellogaritmo de una suma no es la suma de logaritmos).

° iggzz #log, u —log,v  (El cociente de logaritmos no es la resta de logaritmos).

o (log,u)* # klog,u (El exponente debe afectar al argumento interior, no a toda la expresién).

# EJEMPLO 1.15 | Desarrollo y compresién logaritmica

e Desarrollar: log (i‘g) = log(z?) + log(/y) — [log 10 +log(z?)] = 3logz + % logy —1—2log z.
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e Comprimir en un tnico logaritmo: £ = 2logz — %logy + 3log z — 1 = log(z?) — log(¥/y) +
2.3
log(23) — log(10) = log (fo fy).

1.6.5 Férmula del cambio de base

Permite relacionar logaritmos en cualquier base a partir de logaritmos conocidos (por ejemplo, con
base 10 o base e):

logy =

] =
08a ® log, a
1.6.6 Calculo de logaritmos con datos conocidos

Conociendo las aproximaciones de logaritmos de niimeros primos clave, como log2 ~ 0,301 y log 3 ~
0,477, podemos calcular el valor de cualquier nimero compuesto mediante descomposicion en factores
primos y cambio de base:

# EJEMPLO 1.16 | Cidlculo con datos conocidos y simplificaciones
Tomando log2 =~ 0,301 y log 3 ~ 0,477:

e Calculo de log5: Como 5 = %, aplicamos la propiedad del cociente:

10
log 5 = log (2) =log10 —log2 =1 —-0,301 = 0,699

Célculo de logs 8: Aplicando el cambio de base a base decimal:

_log8 log(2®) 3log2 3-0,301 0,903
log3  log3  log3 ~ 0477 0477

~ 1,893

Calculo de log 60:
log 60 = log(2 - 3-10) = log2 + log 3 + log 10 ~ 0,301 4 0,477 + 1 = 1,778

Calculo de log +/0,012:

1 12 1 1
log /0,012 = = log [ —— ) = =[log(2% - 3) —log 10%] = =[2log 2 + log 3 —
0g /0,0 5 og(1000> 2[og( 3) —log 10°] 2[ 0g2+ log3 — 3]
1 1 —1,921
i 5[2(0,301) +0,477 - 3] = 5[0,602 +0,477 - 3] = ’2 = —0,9605

Si sabemos que log, * = 5, calcular log, x y logs, z - log,, 8 - logy(2?):

1 5
log, x =logye x = 3 logy x = 3

1
logsy & = loggys © = £ logy x = 1

5_
5=
log, 8 = log, (2%) = 3log, 2 = 5 =—

v * v logox 5

logy(2%) = 2loggz =2-5=10

El producto conjunto resulta:

3
logss « - log, 8 - logy(z?) = 1 - £ 10=6
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e Considerando log 2 ~ 0,301, log 3 ~ 0,477 y log k ~ 0,0778, calcular log, v/6k:

1 1
log, /6% = log v/6k _ 3 log(2-3- k) _ 3(log2 +log 3 + log k)
log 2 log 2 log 2

_3(0,301+0,47740,0778) _ (0,8558)  0,28527

0,301 0,301 0,301

~ 0,9477

1.7 Aplicaciones de los logaritmos

Una de las mayores utilidades practicas de los logaritmos radica en su capacidad para resolver ecuaciones
donde la incognita se encuentra en el exponente. Esto los convierte en la herramienta indispensable
para modelar fenémenos fisicos, biolégicos y financieros de crecimiento y decaimiento.

1.7.1 Modelos de crecimiento y decrecimiento exponencial

En muchos procesos bioldgicos (como cultivos bacterianos o propagacién de virus) y demogréficos, la
tasa de variacion es proporcional al niimero de individuos presentes.

RB DEFINICION | Modelo exponencial general

El tamano de una poblacién p en funcién del tiempo transcurrido ¢ sigue la ley:

p=po-k
donde:
e p: poblacion final en el instante t.
e pp: poblacién inicial (en el instante ¢t = 0).
e ¢: nimero de periodos de tiempo transcurridos (dias, horas, afios...).

e k: constante o factor de crecimiento (k > 1 para crecimiento, 0 < k < 1 para decaimiento).

# EJEMPLO 1.17 Crecimiento de una colonia bioldégica

Un cultivo de microorganismos cuenta inicialmente con 2000 bacterias y se observa que su
nimero se duplica cada 3 horas.

a) Ecuacién del modelo: Tomando el tiempo ¢ en horas, la poblacién responde a:
p(t) = 2000 - 23
b) Poblacién a las 9 horas: Para ¢t = 9, han transcurrido 9/3 = 3 periodos de duplicacién:
p(9) = 2000 - 23 =2000- 23 = 2000 - 8 = 16000 bacterias
c) Poblacién tras 14 horas:

p(14) = 2000 - 23 = 2000 - 24667 ~ 2000 - 25,398 = 50 797 bacterias
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d) Tiempo necesario para triplicar la poblacién inicial (p = 6 000):
6000 = 2000 - 25 <= 3 =23

Tomando logaritmos en ambos lados:

log3 _, 04771
log2 "~ 0,3010

t
log 3 = log (2%) =glog2 = =3 ~ 4,755 horas

Aproximadamente 4 horas y 45 minutos. Observa que el tiempo necesario para triplicarse es
independiente del tamano inicial pg.

e) Tiempo para alcanzar una cota de saturacién de 40000 bacterias:

t_ log 20 . 4_3 log20  1,3010
3 log?2 T log2 © 70,3010

Wl

40000 = 2000-23 <= 20 =23 = ~ 12,97 horas

1.7.2 Interés compuesto y capitalizacion periédica

Cuando un capital monetario se deposita en una entidad financiera, genera un beneficio denominado
interés. En el interés compuesto, los intereses producidos al final de cada periodo pactado no se retiran,
sino que se suman al capital inicial para generar nuevos intereses en los periodos siguientes (el interés
produce interés).

BB DEFINICION | Férmula del interés compuesto

Si se invierte un capital inicial Cy a un rédito o tasa nominal anual del r % durante ¢ anos, con
n periodos de capitalizacién al ano, el capital final acumulado C' viene dado por:

r n-t
¢=Co <1+ 100-n>

donde:

e (' capital final acumulado.

Cl: capital inicial invertido.

e r: rédito anual en tanto por ciento (tasa de interés anual).
e t: tiempo total de la operacién en anos.

e n: nimero de periodos de liquidacién en un afio:

o Capitalizacién anual: n = 1.

o Capitalizaciéon semestral: n = 2.
o Capitalizacion trimestral: n = 4.
o Capitalizaciéon mensual: n = 12.

o Capitalizacion diaria: n = 365.

Despeje del tiempo de inversion mediante logaritmos: Si se desea calcular cudntos afios ¢t deben
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transcurrir para que un capital Cy crezca hasta alcanzar un capital fijado C:

Q— <1+T)m = lo (C> =nt-lo (1+T>
Co 100m &\c,) = & 100

log(C/Cy)  logC —logCy

n-log(1+ 1g57) n-log (14 w567)

2 EJEMPLO 1.18 | Inversién a interés compuesto

Se depositan 3000 € en una cuenta bancaria a un tipo de interés nominal del 4 % anual durante
5 anos.

a) Capital acumulado con capitalizacién anual (n = 1):

15
C = 3000 - (1 + ) =3000- (1,04)° ~ 3000 - 1,21665 = 3 649,96 €

100 -1

b) Capital acumulado con capitalizacién mensual (n = 12):
125 1 \60
C=3000-(1+-—— =3000-(1+-—] ~3000-1,220997 = 3662,99 €
( * 1200) ( * 300) ’ ’

Observa que al capitalizar con mayor frecuencia, el rendimiento final obtenido es ligeramente
superior.

c) Tiempo para alcanzar 5000 € con capitalizacién trimestral (n = 4):

5000 = 3000 <1+ 1 )4t = 5—(101)‘“
N 400 3

Tomando logaritmos:

log(5/3) 022185 _ 0,22185

log(5/3) = 4t - log(1,01) = t = ~ ~
0g(5/3) 0g(1,01) 4-log(1,01) ~ 4-0,004321 ~ 0,017286

~ 12,83 anos

Deberan transcurrir aproximadamente 12 anos y 10 meses.

1.8 Aproximaciones, errores y notacion cientifica

1.8.1 Aproximaciones numeéricas

Al trabajar en ciencias e ingenieria con nimeros irracionales o con muchos decimales es necesario
truncar o redondear:

e Truncamiento: se suprimen todas las cifras a partir de un orden decimal fijado.

e Redondeo: si la primera cifra suprimida es mayor o igual que 5, se incrementa en una unidad la
ultima cifra conservada; si es menor que 5, se mantiene inalterada.
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1.8.2 Error absoluto y error relativo

A8 DEFINICION | Errores

Sea «x el valor exacto y £ una aproximacion:

e Error absoluto (E,): diferencia absoluta entre el valor real y el aproximado:

E, = |z — Z|

Si no se conoce el valor exacto, se utiliza una cota de error absoluto £, de modo que E, < €.

Al redondear a un determinado orden de unidad u, la cota es € = %u
e Error relativo (£,): cociente entre el error absoluto y el valor real:

Es _ Ea

Ep = — N —
TR

Multiplicado por 100 proporciona el error porcentual: Error % = ¢, - 100 %.

1.8.3 Notacion cientifica

Un nimero en notacién cientifica se expresa como:

a-10* donde1<|a| <10y ke Z

donde a es la mantisa y k el orden de magnitud. Todas las cifras de a son cifras significativas.

# EJEMPLO 119 | Cdlculo de errores

Aproximamos 7 = 3,14:

o E, = |r — 3,14 ~ |3,14159265 — 3,14| = 0,00159265 . .. < 0,005.
o g, = 200199265 (5 000507 = 0,0507 %.

™

1.9 Ejercicios propuestos
1. Expresa en forma de intervalo o semirrecta los siguientes conjuntos y represéntalos:

a) A={zeR|-2<z<3}
b) B={zeR|z>3}
c) C={zreR|-1<z<4}

2. Dados los conjuntos del ejercicio anterior, efecttia las siguientes operaciones:

3. Escribe en forma de conjunto (desigualdad) los siguientes intervalos:

[Sol: A=[-2,3)]
[Sol: B = [3,00)]

[Sol:C = [-1,4]]

[Sol:[~2,00)]
[Sol:[—2,4]]
[Sol:0]
[Sol:[-1,3)]
[Sol:[~1,00)]
[Sol:[3,4]]



a) [3,7)

b) (—o0,—2)
c) (—3,4)
d) [1,00)

a) [t —3| <5
b) |z —3|>5
c) lx—4] <1
d) 22 -3|>5

. Calcula las siguientes potencias y simplifica el resultado:

a) (2v6—3)

b) (5+3v2)?

. Efectiia las siguientes operaciones con radicales:
a) (V2—-v3)(V2+V3)

b) (V2 —-+3)(2v2+ V3)
c) (3v5 - v2)(5v2 - 2V/5)

. Efectia las siguientes sumas y restas de radicales extrayendo factores:

a) V8 — 3v/50 + 5v/98 + /200
b) V27 ++12 - 3V75 — 43

)
)
¢) 2v/50 — 3vA0 — 5v/90 — 4v/T28 — v/160
) 50 f W

)

o,
%‘"
[a)

S B

[§]

9. Racionaliza los denominadores monomicos:

a) %
b) V2
c) 3%/5
d) 5
e) \5;37
f) 4%/2*3
8 T
h) %

[Sol: {z e R |
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[Sol:{z €R|3<z<T}]

[Sol:{z € R |z < —2}]

-3 <z <4}]

[Sol:{z e R|z>1}]

[Sol: (—2,8)]

—00, —2] U [8,00)]

[Sol:[3,5]]

—00,—1) U (4,00)]

[Sol:343]
[Sol: E]

[Sol: 1]

[Sol:64]

[Sol:33 — 121/6]

[Sol:43 + 30+/2]

[Sol: —1]

[Sol:1 — /6]

[Sol: —40 4 174/10]

[Sol: —22v/2 — 25/10]

[Sol:32v/2]
[Sol: —14+/3]
[Sol: 32 ]
[Sol: — 2]
[Sol: 5]
[Sol: Y10]

[Sol: V251
[Sol: V251
[Sol: ¥/27]
[Sol: V2]
[Sol: Va%b3]
[Sol:3\/a]
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10. Racionaliza denominadores con binomios multiplicando por el conjugado:

—_

a) 575 [Sol:v2 —1]
b) \/\5 5 [Sol: — 13 ]
\/5 f .c -5
c) NP [Sol:2v/6 — 5]
5 .

d) D ey [Sol:v/10 + V5]
11. Efectta y simplifica expresando los radicales como potencias fraccionarias:

a) [Sol:z2\/z]

2/3 a6/4

b) a—1/2.4573 [Sol:a]

0) \ﬁa‘l [Sol:a~7/4]

d) 161/4 Y1/4- \/1 [Sol:1]
12. Efectta y simplifica:

1 2 L1543

) 53v3 T 5va [Sol: 25571

b) 4_:\/5 - 4_6\/5 [Sol: #]
13. Racionaliza, calcula y simplifica:

1 1 .
%) 75vi t VEa [Solva]
1-v3 _ 1+V3 .

b) il T Vi [Sol: —4]
14. Aplicando la definicién de logaritmo, calcula sin calculadora:

a> log, 64 [Sol:3]

b) logys 5 [Sol:1/2]

c) logy /2 [Sol:—1]

d) log0,01 [Sol: —2]

e) log0,0001 [Sol: —4]

f) log 10~ [Sol: —6]

15. Calcula el valor de la incégnita x en cada igualdad:

) 32% =375 [Solz =5]
) 82 =45 [Sol:z — 12345y
) 125 = 22 [Sol:z = +5/5]
) 2% =64 [Sol:z = +2]
) 3% = 6561 [Sol:z = 4]
f) loggggx =5 [Sol:z =3,2-10'1]
) log, 1024 = 10 [Sol:z — 2]
) In3z =3 [Sokz = <]
) 5% = 625 [Sol:z = 2]
) 3+ log(xz + 1000) =7 [Sol:z = 9000]
)

2v+1 — 39 [Sol:z = +2]



16. Calcula sin usar calculadora:

17

18

19

20

21

22

1) 4logy(2x +1) = 16

a

o

C

[N

[§]

f

. Deduce la relacién de conversion entre el logaritmo decimal y el natural:

. Despeja S utilizando las propiedades de los logaritmos:

a

C

d

. Simplifica las siguientes expresiones logaritmicas aplicando propiedades:

a) log, ¥z — %log, 2° + log, Va2 — log, Va5
b) log, Va3 + log, 2 — log, x°

)
)
)
)
)
)

)
)
)
)

log, %
logs V/25
log \/%
log, %
logg %

logg 91 0,1

log S = 2logx —4logy
b) InS =51In(x + 2)

InS=5lnz+2

log S =3log2 — 2log3 + logx

o bien

In2 =

log 2

loge
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[Sol:z = 15/2]

[Sol: —2]
[Sol:2/3]
[Sol: —1/2]
[Sol: —1/2]
[Sol: —1/2]
[Sol:1/3]
[Sol: S = yé]

[Sol:S = (x +2)3]
[Sol: S = e22°]

[Sol:s = 8]

[Sol: —7/3]

[Sol:9/2]

. Utiliza las propiedades de los logaritmos para simplificar y obtener el valor numérico exacto:

a) 3loggy 15 — 21loggy 10 4 2logg 12 — 3loggy 3 — loggyy 2
b) 2logg 30 —logg 2 — 21logg 5 + 2logg 6 — logg 3

. Calcula el valor de la base x que cumple la igualdad:

. Determina el error absoluto y relativo cometido al aproximar la fraccién

decimal 3,29.

110 Retos matematicos

2log, 5+ 3log, 2+ 4log, 3 —2log, 6 —log, 15 =1

[Sol:1]

[Sol:3]

[Sol:z = 30]

mediante el ntmero
[Sol: E, ~ 0,0043;

er ~0,13%]

Los siguientes problemas plantean situaciones de mayor profundidad e ingenio matematico, conectando
conceptos del tema con métodos de demostracién y modelizacién. Intenta resolverlos por ti mismo
aplicando tu ingenio y las propiedades estudiadas.
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Alicia ha estado explorando sumas con fracciones en las que hay raices cuadradas. De manera
experimental, usé una hoja de célculo para hacer columnas para raices cuadradas, y luego sumé
varias combinaciones.

Aqui tienes una de las sumas que calculé:

1 1 1
S: =+ + et —
Vi+v2  V2+38 V99 + /100

iEl resultado le ha sorprendido por completo! ; Puedes ingenidrtelas para deducir cudnto vale
exactamente la suma sin utilizar calculadora ni hoja de célculo?

Observa el siguiente patréon numérico:

logz3 =1
logg 3 + logg 3 =1
10g273+"'+10g273: 1

a) ;Cuantos sumandos logy; 3 se necesitan para obtener 17
b) {Cudntos sumandos logg; 3 necesitas sumar para obtener 17

c¢) Generaliza el resultado: si la base es 3, jcuantos términos logsk 3 hacen falta para sumar
17




110. Retos matematicos 27

i Puedes distribuir una seleccién de los siguientes 12 logaritmos para completar las dos tablas
siguientes sin utilizar calculadora?

logz2, log,5, logyb, logg4, logsd, logs3,

logs 3, logs2, logs4, logy3, log,2, logy4
Las filas deben aumentar de izquierda a derecha (—) y las columnas de arriba a abajo ({).

Cuadricula 1:

Mayor tamaifho —>

Mayor
tamano 1

1

Preguntas de ayuda:

e ;Puedes ordenar parejas de la lista? Recuerda que si la base es mayor que 1, al aumentar el
argumento el logaritmo crece (logy 3 < logy 4 < logy 5).

e Si el argumento es fijo, ;qué base da mayor valor? Una base menor crece més despacio, luego
necesita mayor potencia: logs 3 < log, 3 < log, 3.

e ;Cudles son mayores que 1 y cudles menores que 17 log, b > 1 < b > a.

Cuadricula 2: Usa los mismos logaritmos para completar esta cuadricula:

Mayor tamaifho —>

log, 2

Mayor
tamano

i Puedes, sin usar calculadora, ordenar los siguientes logaritmos de menor a mayor? Lo realizado
en la actividad anterior te habra hecho parte del trabajo:

log, 5, logy5, logz4, logs3, logsd, logy4, logy3
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a) ¢Cual de los dos siguientes niimeros es mayor: 9'° 0 109? Razona la respuesta sin calculadora.

b) Ahora, ingéniatelas para comparar 99'%° y 100%°. ;Cudl es mayor y en qué proporcién
aproximada?

Cuestiones que te pueden ayudar:
e ;Qué ocurre si tomas logaritmos decimales a ambos ntimeros?
q . 99100 99 99 , . ,
e Considera el cociente {55 = 99 - (m) . {Cémo se relaciona esto con el nimero e?

e ;Qué ocurre si elevas 99'/99 y 100'/19 3 1a potencia 99007

| J/

La severidad de un terremoto se mide mediante su magnitud local, My, que normalmente se
sitia en la llamada escala de Richter. Por ejemplo, el terremoto de Lorca de 2011 tuvo una
magnitud de 5,1.

La magnitud se define mateméaticamente mediante la siguiente expresién logaritmicas:

A
My, = logyq (A_0>

donde A es la amplitud maxima del desplazamiento de la superficie de la Tierra registrado
a 100 km del epicentro mediante un sismégrafo, y Ay es una constante de desplazamiento de
referencia estandar establecida por Charles Richter en 1935:

Ag=1pm=10"%m

desplazamiento
A
A __________

;, Cudl es la magnitud en la escala de Richter de un sismo que causa un desplazamiento A igual
a:

a) 1,0 ym?
b) 1,0 cm?

¢) 30 cm?

r
\.
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